
III) Quantenmechanik

Quantenmechanik ist eine Theorie
,

die Physik auf sehr kleinen

Grössenskalen erklären kann
. Sie beruht darauf

,
das Atome/Moleküle

Sowohl Teilchencharakter
,

wie auch Wellencharakter (Interferenz) haben.

Elektromagnetische Strahlung
Licht ist elektromagnetische Strahlung ,

welche eine sich im Raum ausbreitende

Schwingung des elektromagnetischen Feldes ist
.

Dabei oszillieren das magnetische
Feld i und das elektrische Feld E senkrecht sowohl zueinander

,
wie auch zur

Ausbreitungsrichtung. Die allgemeine Wellengleichung in Vakuum lautet :
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Ally. Wellengleichung : 2= c
2
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Monochromatisches Licht ist dabei Licht
,

das nur aus einer Wellenlänge besteht,
für welches sich die Wellengleichung für z als Ausbreitungsrichtung leicht lösen

lässt mit folgenden Lösungsformeln
E= Eo cosCot - Kz) B = BccosCat - Kz}

Diese Beschreibung des Lichts folgt aus der klassischen Elektrodynamik (Maxwel

Gleichungen) und postuliert Wellencharakter für Licht
,

welcher auch mit Interferenz-

experimenten gezeigt wurde (Doppelspalt).

Berechnen Sie für jede der folgenden Wellenlängen die Photonenenergie
in ev

,
j und Welcher Spektralbereich entspricht typischen demischen

Bindungsenergien ?

Berich Wellenlänge E in5ineV E inr

UV 250 nm

Sichtbar 550 um

IR to um



2 Das Sonnenspektrum hat sein Intensitätsmaximum Amar = 500mm
.
Das

Wien'sche Verschiebungsgesetz lautet Amax : T = b mit b = 2.898x10 mK.

a) Bestimmen Sie die Oberflächentemperatur der Sonne.

b) Bei welcher Wellenlänge strahlt der menschliche Körper (T= 310K) am

stärksten ? (Wärmebildkameras)

3 Ein HerNe-Laser strahlt monochromatisch bei 1=632 .

8um mit einer

Leistung von P= 5
.
0mW.

a) Berechnen Sie die Photonenenergie und die Anzahl der Photonen

pro Sekunde
,

die den Laser verlassen.

b) Welche Kraft übt der Laserstrahl auf eine vollständig absorbierende Wand

aus ? Hinweis: Jedes Photon trägt einen Impuls p= h/
-

Photoelektrischer Effekt

mntronesiheMaroadrone
"

foBeim Photoeffekt wird eine Metalloberfläche mit mono-

chromatischen Licht bestrahlt
,

wodurch die Elektronenen

teilweise herausgelöst werden können. Dafür müssen die

Elektronenen eine materialspezifische Austrittsarbeit EAus
überwinden.
· Metalloberfläche ist eine Elektrode die mit monochrom-

×업북 δ

atischen Licht bestrahlt wird le lösen sich aus)
· Ausgelöste Elektronen fliegen zur Kollektorelektrode und

sind so als Strom messbar.
Vakuumkammer

A

↳ Menge an Photoelektronen & Stromstärke o θ

↑
· Man möchte die Kinetische Energie der Photoelektronen
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messen
,
indem man ein Gegenfeld anlegt ,

wodurch sEkin
Cs No

die Elektronen abgebremst werden
.
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↳ Wenn kein Photostrom mehr fliesst entspricht
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· Spannung U : Erin der Photoelektronen
· Stromstärke I: Menge an Photoelektronen

Für monochromatische Wellen würde man jetzt erwarten
,

das die kinetische

Energie und die Menge an Photoelektronen linear von der Intensität und Frequenz
abhängt ,

da nur von Relevanz sein sollte
,

wie viel Energie pro Zeit vom Licht

übertragen wird

Beobachtung:

· Der Photostrom I (Menge an Elektronen) ist proportional zur Intensität des Lichts,
aber unabhängig von der Frequenz des Lichts. 1

· Die Bremsspannung U (Ein der Photoelektronen) ist proportional zur Frequenz des Lichts,
aber unabhängig von seiner Intensität des Lichts

.
2

· Das Licht kann unabhängig von dessen Intensität erst ab einer bestimmten

Frequenz Elektronen aus der Platte lüsen.
Nach dem Wellenmodell des Lichts ist dies nicht erklärlich

,
da mit zunehmenden

Intensität auch mehr Elektronen herausgelöst würden
. Dafür wurde eine Quant-

isierung des Lichts postuliert ,
wobei Lichtteilchen

,
die Photonen

,
die Energie hi

besitzen
.
Sofern diese Energie grösser ist

,
als die Bindungsenergie der Elektronen

im Metall
,

so können Elektronen herausgelöst werden
. Nach Energieerhaltung

ergibt sich für die Energie des Photons die Austrittsarbeit En und der max.
Kin

Energie der Elektronen Ei

Epy = 58 = EA 5 Ekin Erimmar = {merr = bo - EA

1 Die Menge an Elektronen ist nur abhängig von der Menge an Photonen,
aber nicht von der Energie eines Photons.

2 Die Energie der Elektronen ist nur abhängig von der Energie des Photons
,

aber

nicht von der Menge an Photonen.
- Die Energie der Photonen ist nicht kummulierbar.

4 Eine Natrium-Kathode hat die Austrittsarbeit = 2.
28 eV

.

a) Berechnen Sie die Grenzwellenlänge Agrenz ,
ab der Photoemission stattfindet.

bMit Licht der Wellenlänge 1=350m bestrahlt : Berechnen Sie die maximale

kinetische Energie der Photonen.



2) Bestimmen Sie die maximale Geschwindigkeit der Photoelektronen.

5 Bei einem Photoeffekt-Experiment werden bei zwei verschiedenen Wellenlängen
die maximalen kinetischen Energien der Elektronen gemessen .

↑ = 500 nm Ekin
,
mar

,1
= 0.

53er X = 350nm Ekin
,
mar

,z 1. 59 er
고

a) Stellen Sie das Gleichungssystem auf und bestimmen Sie die Austrittsarbeit

I des Metalls
.

b Welches Alkalimetall könnte als Kathode verwendet worden sein ? (typische
E-Werte : Na 2.28eV

,
k 2

.
30 eV

,
Rb 2

.

16 eV
,

Cs 1.95 ev)

6 Eine Läsium-Photokathode (E = 1
. 95eV) wird mit UV-Licht der Wellenlänge 1= 280nm

bestrahlt
.

a) Berechnen Sie die maximale kinetische Energie der Photoelektronen.

b Welche Gegenspannung Ustop muss angelegt werden
,

um die Photoektronen

gerade noch zum Stillstand zu bringen ?

6) Wie ändert sich Ustop ,
wenn die Lichtintensität verdoppelt wird

. Begründen Sie.

De-Broglie-Welber
Die Beschreibbarkeit des Lichts sowohl durch Wellen

,
wie auch durch Teilchen,

wird Welle-Teilchen-Dualismus genannt . Trotzdessen
,

das Photonen musse-

und landungslos sind
,

haben sie einen Impuls und einen Spin s= 1.

Epb = bo = = hez 二 : たh

De-Broglie postulierte den Welle-Teilchen-Dualismus auch für Materie ,
sodass

jedes Materieteilchen auch Wellencharakter zeigen würde. Die Pe-Broglie
Wellenlänge ist dabei analog zum Licht definiert

.



https://experimente.phys.ethz.ch/de/100/10005/20007/30651/

https://experimente.phys.ethz.ch/
de/100/10005/20007/30651/
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7 Berechnen Sie die De-Bruglie Wellenlänge für jedes der folgenden Teilchen :

a) Elektron
,

kinetische Energie 100ev

b Thermisches Neutron Exin=KBT bei T= 300k

6) Tennisball :

m= 58 g v = z0m
,

Interferenz

Interferenzeffekte sind die Typischen Nachweisexperimente für den Wellencharakter eines

Teilchens
,

wozu beispielsweise der Doppelspalt oder die Elktronenbeugung an

Kristallen zählen
.

Der Doppelspalt funktioniert für alle Wellen
,

die Spaltgrüsse und

Abstände muss entsprechend der Wellenlänge I angepest werden.

Wird monochromatisches Licht auf einen Doppel-
spalt mit den Spaltmassen a geworfen ,

so entsteht

auf dan Schirm dahinter ein Interferenzmuster.
Dies entsteht

,
da die beiden Spalten zwei Quellen

für Wellen sind und diese Konstruktiv und des

traktiv interferieren können.

I ☆ Bs = Cn 73λ A Os= nd

E £

Konstruktiv
destruktiv

sin ((0) = tan (o) = * kleine Winkel : sind tand

斉⇒ λ==⇒ ×maz =

Die Annahme
,
das die beiden Spalte perfekte

Punktquellen sind ist eine sinnvolle Vereinfachung,



https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/7/77/Beugung_am_Einzelspalt_%28Schema%29.svghttps://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/7/77/Beugung_am_Einzelspalt_%28Schema%29.svg

jedoch haben Photonen auch bei den beiden Einzel-

Spaltkanten einen Gang unterschied
.

Aus diesem Grund

sind auch am Einzelspalt Interferenzeffekte beobachtbur
.

Für Licht ist der Doppelspalt vollständig klassisch

erklärbar
, jedoch. wurde er auch für Teilchen wie

Neutronen im Einzelbeschuss beobachtet. Wird das

Experiment jedoch hinter dem Spalt beobachtet
,

ver-

schwindet das Interferenzmuster
.

Das liegt daran,

das vor des Messung das Quantensystem eine

Überlagerung von zwei Zuständen gewesen ist
, jedoch

nach der Messung nur noch ein Zustand verbleibt.

8 Elektronen werden durch eine Beschleunigungsspannung von U= 150V be-

schleunigt und treffen auf einen Doppelspalt mit Spaltabstand d= 1
.0um

'

Auf einem Detektorschirm im Abstand 2 =1. Om vom Doppelspalt entsteht ein

Interferenzmaster
.

a) Berechnen Sie die De-Broglie Wellenlänge der Elektronen.

b) Berechnen Sie den Abstand by benachbarter Maxima auf dem Schirm.

6) Was passiert ,
wenn die Intensität so weit reduziert

,
das jeweils nur ein

einzelnes Elektron im Aparat ist ?

9 Im Davisson-Germer-Experiment (1927) werden Elektronen mit der Kin-

etischen Energie Evin= Soel an einem Nickelkristall gestreut. Der Netz

benenabstand beträgt d= 0.
215 nm.

a) Berechnen Sie die De-Broglie Wellenlänge der Elektronen

b) Unter welchem Beugungswinkel & wird das Maximum erster Ordnung
gemäss Bragg-Bedingung Idsinf = mi (m =1) erwartet ?



Heisenbergische Unschärferelation
In der QM können wir Messgrössen (Observablen) häufig nur mit

endlicher Genauigkeit angeben . Beispielsweise sagt die Leisenberg'sche
Unschärferelation

,
das Ort und Impuls eines Teilchens nicht mit

unendlicher Genauigkeit bestimmt werden kann.

XX.Xpx= 브 = 블 *: Ortunschärfe Op : Impulsunschärfeqī

ㅇ E . OE 2 5
설 DE : Energieunschärfe Ot : Zeitunschärfe

10 Ein Elektron im Wusserstoffatom ist auf dem Bohr-Radius au = 5
.
29x10 in lokalisiert.

a) Berechnen Sie die minimale Impulsunschärfe Up
-

b) Schätzen Sie die minimale kinetische Energie des Elektions
.

τ

6) Vergleichen Sie mit der Bindungsenergie des Wasserstoffatoms im Grund-

zustand (13
. 6oV)

.

11 Ein angeregter atomarer Zustand zerfällt mit einer Lebensdauer von T=10ns

unter Emission eines Photons
'

a) Berechnen Sie die minimale Energiennschärfe des Zustands in eV.

b) Wie gross ist die entsprechende Frequenzunschärfe Du und Wellen-

Zahlunschärfe UV ?
_

12 Ein Elektron ist in einem Quantenpunkt in einem Bereich der Grösse

L = 1
. Omm eingesperrt .

Schätzen Sie die minimale kinetische Energie
des Elektrons in er ab

.



Schrödingergleichung
Die Schrödingergleichung ist eine Gleichung der verallgemeinerten Mechanik und kann

quantenmechanische Systeme beschreiben. Die Zeitabhängige Sa postuliert noch die

Zeitpropagation eines Systems .
Die Zeitunabhängige SG betrachtet ein System zu genau einem

Zeitpunkt.

Zeitabhängige Sa : in 4 = #4 zeitunabhängie SG : #4 = E4

i : imaginäre Einheit (i =E) # : Hamiton -Operator
h : reduziertes Planck'sches Wirkungsquantum 4 : Wellenfunktion%t :

partielle Ableitung nach der Zeit

Operatorenalgebra
Operatoren sind mathematische Anweisungen ,

die wir auf Funktionen anwenden.

Beispielsweise : "Multipliziere mit 5"
,

"Addieve mit 2" " "

,
Leite einmal ab etc.

Wenn Operatoren Funktionen nur skalieren ist 4 eine Eigenfunktion des Operators
und der reelle Skalierungsfaktor XeIR ist der Eigenwert

Eigenwertgleichung : Öf(x = Xf Kommutator [Ä,5] = ÄB-BÄ

Operatorgenfanton Eigenwert de

·
fx) = x

2 Öf =A[xz] = Ix kein Eigenfunktion
g(x) = e2x Ög=e] = Ze* Einfunktion mit x = 2 EIR

Wichtige QM-Operatoren : F = X p7 -i 5읍

1 Gegeben sei die Wellenfunktion 4(x) =Aeik keR

a) Ist ↑ Eigenfunktion des Impulsoperators & ?

b Ist ↑ Eigenfunktion des Ortsoperators ?
、

c) Ist ↑ Eigenfunktion des Operators #=/(2m) ?

14 Berechnen Sie den Kommutator [,J durch explizite Anwendung auf eine

Testfunktion fCx).



Hamiltonoperator
Die Schrödingergleichung ist eine Verallgemeinerung der klassischen Mechanik

nach dem Hamilton-Formalismus (Vorl : Allgemeine Mechanik
,

3
.

Sem
. Physik)

.
Der

Hamiltonoperator i enthält alle Informationen eines QM-Systems (Postulat 1) .
Wendet

man it auf die zugehörige Wellenfunktion 4 eines Systems an
,

dann kommt die

Energie des Systems multipliziert mit 4 heraus (Eigenwertgleichung : #4 = E4).

=> F ="Energieoperator" it = Frin * Ypot = F + Y

In PCO haben wir nur 2 Energiebeiträge. Die potenzielle Energie des

Systems wird durch die Aufgabe/Problem/QM-System gegeben. Der Kinetische

Energieoperator Trin ist immer gleich für Systeme mit einem Teilchen
.

IB : Tiin ュ一器品 _ 一最器 Laplace - Operator 0 = F2= N = dim (system)
^

2 D : Tkin =一器(+] Einfach die Summe aller zweifachen Ortsableitungen
3B : Tain ュー器 (++始] OuD = : 스2 s = 5 인=가 λ0

Jeder Hamiltonian # hat eine zugehörige Eigenfunktion ,
die Wellenfunktion 4 ,

die aber

meistens komplexwertig ist
,

nicht messbar ist und deswegen keine direkte physikalische

Bedeutung hat
.

In PCI merkt man dann auch
,

das man sie eigentlich nie explizit
berechnen muss

,
da man nur an den Energieeigenwerten interessiert ist (bspw. Spin)

Da wir ein Teilchen in der QM nicht mehr über den Ort charakterisieren

körmen
,

haben wir jetzt die Wellenfunktion ,
die ein bisschen die "Verschmierung" eines

Teilchens anzeigt.
Born : Das Betrugsquadrat 4

* 4 = 1412 der Wellenfunktion ist die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

des Teilchens
. Deswegen muss das Integral über den gesamten Raum gleich 1 sein,

weil irgendwo muss das Teilchen im Raum sein.
A

Normierungsbedingung : Sm*dendayas or as

Teilchen im Kasten
3D :SSS4Rdx dyde

Das Teilchen im Kasten ist ein recht einfaches quantenmechanisches
Modell bei dem sich ein Teilchen der Musse un in einem Potenzialtops mit

unendlichen hohen Wänden befindet. Nach der klassischen Physik würde man

unendlich viel Energie benötigen ,
das sich das Teilchen ausserhalb des Kastens

befindet.



s

Der Hamiltonian # setzt sich aus dem 1D Kinetikoperator
Vzas V = 0 =A Trin und dem Potenzialoperatorpot zusammen

.

vAs = 20 falls
OT

H = Tkin, ns
tTpof =一 t Vcr 」

ㅇ ㄴ
z

Das ergibt für die Zeitunabhängige Schrödingergleichung im Kasten:

O드X드L
^

' 4 =E 4⇐ 3(感 + v)=E 4に3 一怒E4 ぎは+ED = O

Es liegt eine homogene ,
lineare Differenzialgleichung 2

. Ordnung mit konst
.

Koeff.

vor
,

welche wir mit dem Euteransatz lösen können :

1 Charakteristisches Polynom : X(=+E

τ - E= 器 ,
2 ←3 -

2. =

2 ⇒ N=哈 kompehoni.ns]
거

3 4(:Aercos("Acos(It Bt

Bersin ()sin〜r)
Eine Bedingung für eine sinnvolle Wellenfunktion
4)) ist

,
das sie stetig ist und da für >L und

X0 für die Wellenfunktion 4 :0 gelten muss
,
haben

wir folgende Randbedingung : 4(0) = 4/1) = 0

러 0 :

4 [O] = A cos (O} t Bsin (o) = A = 0 A =O n EN

UCL ) =Bsim(] : 0 ⇒
2mEL = mt ②3 してanes52
져

Der Sinus wird null
,

wenn in seinem Argument nit ist

て=㎡2 ⇐) E =飛に
= 器巡 =最歳En=と Energieeigenwerte

Damit ergibt sich die Quantisierung durch die Erfüllung der Randbedingungen .
Den Wert

von E lässt sich nun in die Wellenfunktion einsetzen.

4
w
8} = Bsin(2=Bsin(響 。 ) = Bsin(= Bsin (」

Um die Konstante BER herauszufinden nutzen wir die Normierungsbedingung ,
denn die

Wellenfunktion im Betragsquadrat ist nach der Interpretation nach Born eine Aufenthalts-

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
. Folgedessen muss sie integriert über den ganzen Raum

1 ergeben .

S
.

4*
4 do in

S
.I* 4do=

"

4nrdr = 0 Bsin)dr=B ' S0 T-cosz do



⇒ 吟 [+ -sin()
了

。 =陰( L-sinn -1 o-sin品)) = に-inに品) = 際

=3 n ÷ B ←3 B2
= 量 =⇒ B=☆ =→4ε a1 =\sin{)

Damit haben wir die Energieeigenwerte und die Wellenfunktion für das Teilchen

im Kosten hergeleitet .
Würde sich ein Elektron im Kasten befinden

,
so könnte

es nur Energien von En (Energieniveaus) annehmen

∞ E

En=s -箭工

Enzz ー最
しう

#1 1 , GO = Entre/-2) =Pre

15 Es befinden sich 5 Elektronen in einem Kasten und sie interagieren nicht mit-

einander
.

Welche Wellenlänge hat dasjenige Licht
,

welches ein Elektron von

HoMO ins LUMO anzuregen .



16 Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit
,

das sich das Teilchen im linken Viertel

des Kastens befindet ?

17 Wo befinden sich für n = 4 die Knoten der Wellenfunktion ?

18 Überprüfe ,
ob eine Eigenfunktion des Impulsoperator pf baw

. ph ist.

_

Jetzt wollen wir das Modell des Teilchens im Kasten auf höhere Dimensionen

ausweiten
,

soduss wir mit dem ID-Kasten beginnen

×
Tain =一路820 =-怒 +)Upot= 道 nstOErEtr, o -yaly

は4 = E4 ⇒一整器一器= E4

Das Problem ist
,
das die SG hier eine partielle DGL ist,

dessen Lösung nicht trivial ist (mehr im 3.
Sem

.
in PDE).

Wenn in der Quantenmechanik die Dimensionalität von nicht gekoppelten Systemen
erhöht wird ist der Produktansatz sehr gut . Man geht davon aus

,
das eine Lösung

des Problems gerade das Produkt der eindimensionalen Probleme ist.

☆= Mz + 1π y +
z 4 = 4X 0g 4EE = E+ Eag + Ez

84 = E4 ⇒ 一急( +品) ×sig) = EX(5) Ncg)

Aus dem Produktansatz können wir die Lösung des ID-Kastens herleiten:

I (ALy) = ter) -De ) = sin 望)。√ sin (
“ Y紫) Enring=器 x+象 = 答 (崎 5崎



Selbiges gibt dann auf für den 3D-Kasten:

日
Z Tain

^

= -器 3D=
- 磐( 器+加 +始 )Vpot:{ 品 sonstSollsOErElr,OkyEly,OEzE6

y

맥 E = 器(+上響]

* x
=通sin( 答)sin ()sin (響)

19 Gegeben sei die Wellenfunktion 4(x,t) = Aeilkx-wt)
al Testen Sie durch explizite Berechnung ,

ob 4 eine Eigenfunktion des

Impulsoperators p ist .

Geben sie ggt.

den Eigenwert an.

b Testen Sie
,

ob 4 eine Eigenfunktion des Operators für kinetische Energie
'=웨 ist

.

c Zeigen Sie
,
das 4 die Zeitabhängige Schrödingergleichung erfüllt ,

sofernw

20 Ein Elektron in einem quadratischen ID-Kasten (Lx=Ly = (= 1 . Onm) sei betrachtet
.

9) Berechnen Sie den Wert von in eV und geben Sie die drei niederigsten

Energieniveausan



b Welche Niveaus sind entartet ? Erklären Sie über Symmetrie

c) Welche Wellenlänge hat ein Photon das beim Übergang von Grundzustand

zum ersten angeregten Zustand absorbiert ?


